68. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

[Il. kolo kategorie Z9

Z9-1111

Adéla napsala na tabuli dvé kladna cela ¢isla a dala Lukasovi a Petrovi za tkol urcit
kladny rozdil druhych mocnin téchto dvou ¢isel. Lukas misto toho uré¢il druhou mocninu
rozdilu danych dvou ¢isel. Vyslo mu tak ¢islo o 4038 mensi nez Petrovi, ktery vypocet
provedl spravné.

Ktera dvé c¢isla mohla Adéla napsat na tabuli? Urcete vSsechny moznosti.

(L. Ruzickovad)

Mozné feSeni. Cisla napsana na tabuli oznaéime a a b, pfi¢emz budeme piedpokladat,
ze a 2 b. Ze zadani postupné plyne

(a —b)* = a® — b? — 4038,

a® — 2ab + b = a® — b* — 4038,
2ab — 2b* = 4038,
b(a — b) = 2019,

kde cisla b a a — b jsou podle predpokladi kladna.
Rozklad éisla 2019 na prvoéinitele je 3-673. Cislo 2019 lze proto vyjadiit jako soucin
dvou kladnych celych c¢isel nasledujicimi zpiisoby:

2019=1-2019=2019-1=3-673 =673 -3.

Poradi soucinitelti zdiraziujeme kvili vSem moznym pfirazenim b a a — b. Odpovidajici

dvojice ¢isel (a,b) jsou (2020,1), (2020,2019), (676,3) a (676,673).

Hodnoceni. 1 bod za sestaveni vychozi rovnice; 2 body za tpravu do tvaru sou¢inu; 1 bod
za rozklad na prvocinitele; 2 body za urceni vyhovujicich dvojic.

Pfi jiném postupu feseni hodnotte 2 body za urceni vyhovujicich dvojic a 4 body za
kvalitu komentéare, zejména zdtivodnéni, ze vic feSeni neexistuje.

791112

Na ostrové ziji dva druhy domorodci: Poctivci, ktefi vzdy mluvi pravdu, a Lhari, kteri
vzdy 1zou. Kdyz cizinec potkal t¥i domorodce, Alana, Bruna a Ctibora, zeptal se jich, do
které skupiny patii.

Alan sdélil: ,Bruno je Lhar.«

Bruno tekl: ,Alan a Ctibor jsou bud oba Lhéafi, anebo oba Poctivci.“

Ctibor se nevyjadril.

Mohl cizinec u nékterého z téchto domorodcti s jistotou urcit, jestli je Poctivec, ¢i
Lhai? (M. Volfova)

Mozné reseni. Nejprve predpokladejme, ze Alan je Poctivec. V takovém pripadé by jeho
vyrok byl pravdivy a Bruno by byl Lhar. Bruntv vyrok by tedy nebyl pravdivy a to by
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znamenalo, ze Alan a Ctibor by patrili do riznych skupin. Protoze Alan je Poctivec, Ctibor
by byl Lhar.

Nyni predpokladejme, Ze Alan je Lhar. V takovém pripadé by jeho vyrok nebyl prav-
divy a Bruno by byl Poctivec. Bruntiv vyrok by tedy byl pravdivy a to by znamenalo, ze
Alan a Ctibor by patfili do stejné skupiny. Protoze Alan je Lhaf, Ctibor by byl také Lhar.

S jistotou lze urcit, ze Ctibor je Lhaf.

Jiné feseni. Uvazme vSechny mozné pripady, kdy u kazdého ze tii domorodci (A, B, C)
uvazujeme kazdy ze dvou piipadi (P, L). Celkem dostavame osm moznosti, které postupné
porovname s vyroky Alana a Bruna. Pfipadny spor s nékterym z téchto vyroki je vyznacen
v poslednim fadku tabulky:

A P P P L L
B P L L P L
C P P L P p
spor s A AB B B A AB

S jistotou lze urcit, ze Ctibor je Lhar.

Hodnoceni. 2 body za spravny zavér; 4 body za kvalitu komentare.

79-111-3
Kdyz ¢islo X vydélim ¢islem Y, dostanu ¢islo Z a zbytek 27. Kdyz c¢islo X vydélim
¢islem Z, dostanu cislo 1,1 -Y a zbytek 3.
Ktera cisla X, Y, Z vyhovuji uvedenym podminkam? Urcete vSechny moznosti.
(L. Hozovad)

MozZné fesSeni. Ze zadani mame dvé rovnosti:
X=Y -Z+271=11-Y-Z+3.

Upravami druhé rovnosti dostavame 0,1-Y - Z = 24, tedy Y - Z = 240. Dosazenim zpét
zjistujeme, ze X = 267.

Déleni se zbytkem se tyka celych ¢isel. VSechna ¢isla X, Y, Z a 1,1-Y proto musi byt
cela. Odtud zejména plyne, zZe ¢islo Y musi byt nasobkem 10. Zbytek po déleni je mensi
nez délitel. Proto musi byt Z = 4 a 'Y = 28, coz spolu s predchozim zavérem déava Y = 30.

Z rovnosti Y - Z = 240 a pozadavku Z = 4 dostavame Y < 240 : 4 = 60. Obdobné
z pozadavku Y = 30 dostavame Z < 240 : 30 = 8. Takto jsme odhalili dvé vyhovujici
dvojice ¢isel Y a Z. VSechna feseni dostaneme systematickym rozborem moznosti v ramci
uvedenych omezeni:




Vyhovujici trojice ¢isel (X, Y, Z) jsou (267,30,8), (267,40,6) a (267,60,4).

Hodnoceni. Po 1 bodu za vyjadieni Y - Z = 240 a X = 267; po 1 bodu za kazdé ze tii
feSeni; 1 bod za kvalitu komentare.

Poznamka. V uvedeném feSeni lze s vyhodou vyuzit prvoéiselny rozklad 240 = 24 -3 - 5.

Z9-111-4

Je dana kruznice se stfedem S a polomérem 39 mm. Do kruznice mame vepsat troj-
uhelnik ABC' tak, aby velikost strany AC' byla 72mm a bod B lezel v poloroviné urcené
pfimkou AC' a bodem S.

Ze zadanych udaju vypoctéte, jakou velikost ma mit vyska trojuhelniku ABC z vr-
cholu B, aby tloha méla dvé feSeni. Popiste vSechny moznosti. (M. Krejéova)

Mozné feSeni. Velikost strany AC je vskutku mensi nez primér kruznice, tedy tato
strana neobsahuje stied S. Vyska trojuhelniku ABC z vrcholu B mtize byt libovolné mala,
ale nemiize byt libovolné velka: tato vyska je nejvétsi, praveé kdyz obsahuje stied S. V tako-
vém pripadé ma uloha jediné feSeni (odpovidajici trojuhelnik je rovnoramenny) a velikost
vysky je rovna velikosti tisecky P By jako na obrazku:

C

Velikost PBy je rovna souctu velikosti tsecek PS a SBy. Velikost tusecky SBy je
rovna poloméru kruznice, tj. 39 mm. Velikost tsecky PS uré¢ime pomoci Pythagorovy véty
v pravouhlém trojihelniku APS:

|PS| = \/|AS[]2 — |[AP|2 = /392 — 362 = v/225 = 15 (mm).

Tedy mezni velikost vysky je 39+ 15 = 54 (mm). Uloha m4 dvé feseni, pokud je vyska
z vrcholu B mensi nez 54 mm (a vétsi nez 0 mm).

Hodnoceni. 3 body za vyjadfeni mezni hodnoty; 3 body za rozbor moznosti a kvalitu
komentare.
Odpovédi zalozené na odhadu nebo méfeni z narysovaného obrazku hodnotte 0 body.



