68. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
lI. kolo kategorie Z9

Z9-11-1

Maruska napsala na tabuli dvé riizna prirozena c¢isla. Marta si vzala karticku, na jejiz
jednu stranu napsala soucet Maruscinych c¢isel a na druhou stranu jejich soucin. Jedno
z Cisel na karticce bylo prvocislo a soucet cisel z obou stran karticky byl 97.

Ktera ¢isla napsala Maruska na tabuli? (L. Hozova)

Mozné feSeni. Cisla na tabuli ozna¢ime x a y. Na jedné strané karticky tak bylo napsano
¢islo = + y, na druhé strané ¢islo x - y a celkem platilo

r+y+zy=97. (1)

Levéa strana souhlasi se tfemi séitanci v roznasobeni vyrazu (z + 1)(y + 1), chybi pouze 1.
Pfi¢tenim 1 k obéma strandm rovnice (1) dostavame

(x+1)(y+1) =98. (2)

Protoze x a y jsou prirozena cisla, soucinitelé na levé strané této rovnice musi byt
alesponi 2. Cislo 98 lze vyjadfit jako sou¢in dvou piirozengch ¢isel vétsich nez 1 pouze
témito zpisoby (pofadi souciniteld ignorujeme):

2-49=98, 7-14=98. (3)

Prvni moznosti odpovidaji ¢isla x = 1 a y = 48, pro néz je x + y = 49 a xy = 48. Ani
jedno z téchto dvou ¢isel neni prvocislem, procez tahle moznost nevyhovuje zadani tilohy.
Druhé moznosti odpovidaji ¢isla © = 6 a y = 13, pro néz je x +y = 19 a xy = 78.

Cislo 19 je a é&islo 78 neni prvoéislem, coz vyhovuje zadani tlohy. Maruska napsala na
tabuli ¢isla 6 a 13.

Hodnoceni. Po 1 bodu za vyjadfeni (1) a Gpravu (2); 2 body za rozklady (3); 2 body za
rozbor moznosti a zaver.

Jiné feseni. Pfi stejném znaceni jako vySe miZeme z rovnice (1) vyjadfit y pomoci z:

97—z (4)

Yy = .
1+z

Postupnym dosazovanim prirozenych ¢isel za x mizeme vyjadrit y a ovérit, zda se jedna

o prirozené ¢islo a zda jedno z ¢isel z + y a xy je prvocislem:

T 1 2 4 6 7 8

95 47 93 46 45 89

Y 8 | 3 | 5 | 5T | 3 13 T | 9
r+y 49 19
Ty 48 78




Mezi uvedenymi moznostmi je jedind vyhovujici dvojice ¢isel 6 a 13. Nyni by se méla
provérit jesté ostatni dosazeni za x az do 96 (aby y bylo kladné). To vSak neni nutné, protoze
s rostoucim = hodnota y stale klesé a je jisté mensi nez 9 (kdyby x i y byly soucasné vétsi
nebo rovny 9, potom by hodnota z+y-+zy byla vétsi nebo rovna 9+9481 = 99). Vzhledem
k symetricnosti tlohy se proto vSechna feseni musi vyskytovat v uvedené tabulce.

Maruska napsala na tabuli ¢isla 6 a 13.

Hodnoceni. Po 1 bodu za vyjadieni (1) a (4); 2 body za dosazovani a ovéfovani jako
v tabulce; 2 body za tplnost diskuse a zaveér.

Poznamka. Lomeny vyraz (4) muzeme vyjadfit ve tvaru ,celd ¢ast plus zbytek* takto:

97 — —(1 98 98
) = T _ (1+z)+ _ 1y '
1+ 1+x 1+

ProtoZze x a y maji byt pfirozena cisla, musi byt 1 + = kladnym vlastnim délitelem cisla
98, a takové délitele mame pravé ¢tyfi: 2, 7, 14 a 49. Odtud dostaneme dvé moznosti (az
na poradi = a y), z nichz jedna vyhovuje vSem pozadavkim. Tento postup lze chapat jako
jinou interpretaci rovnice (2) a naslednych avah.

Z9-11-2

Méme kvadr, jehoz jedna hrana je pétkrat delsi nez jina jeho hrana. Kdybychom vysku
kvadru zvétsili o 2 cm, zvétsil by se jeho objem o 90cm?®. Kdybychom dale vysku takto
zvétseného kvadru zménili na polovinu, byl by objem nového kvadru roven tfem pétinam
objemu puvodniho kvadru.

Jaké mohou byt rozméry pivodniho kvadru? Urcete vSsechny moznosti.
(E. Semerddovad)

MozZné reseni. Objem kvadru je roven soucinu obsahu podstavy a velikosti vysky. Zména
visky o 2 cm, zpiisobuje zménu objemu o 90 cm?; odpovidajici podstava ma proto obsah
90 : 2 = 45 (cm?).

Pr1i dalsi zméné vysky se podstava nemeéni, proto zména objemu kvadru na t¥i pétiny
odpovida zméné vysky rovnéz na tri pétiny. Oznacime-li vysku ptivodniho kvadru v centi-
metrech v, plati

v+ 2 3
= —.
2 5

Odtud se snadno vyjadii v = 10 cm.
Posledni nevyuzitou informaci ze zadani je, ze jedna hrana kvadru je pétkrat delsi nez
jina jeho hrana. Mohou nastat tii moznosti:
a) Jedna hrana podstavy je pétkrat delsi nez vyska, tj. 50 cm. Odtud druhé hrana pod-
stavy mé¥i 45 : 50 = 0,9 (cm).
b) Jedna hrana podstavy je pétkrat kratsi nez vyska, tj. 2cm. Odtud druhé hrana pod-
stavy méfi 45 : 2 = 22,5 (cm).
c) Jedna hrana podstavy je pétkrat delsi nez druhé jeji hrana. Oznac¢ime-li velikost kratsi
z téchto hran v centimetrech a, plati a(5a) = 45, tedy a®> = 9 a @ = 3 (cm). Odtud
delsi hrana podstavy méfi 5 - 3 = 15 (cm).
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Rozméry ptvodniho kvadru v centimetrech mohou byt 0,9 x50 x 10, nebo 2 x 22,5 x 10,
nebo 3 x 15 x 10.

Hodnoceni. 1 bod za obsah podstavy; 2 body za vysku ptuvodniho kvadru; po 1 bodu za
kazdé spravné reseni.
79-11-3

Z cislic 3, 4, 5, 7 a 9 byla vytvofena vSechna mozna trojmistna cisla tak, aby se kazda

cislice vyskytovala v kazdém c¢isle nejvyse jednou.
Urcete pocet takto vzniklych ¢isel a jejich celkovy soucet. (M. Volfova)

MozZné FesSeni. Pri tvoreni trojmistnych ¢isel s uvedenymi vlastnostmi je mozno postu-
povat nasledovné:

Prvni misto lze obsadit libovolnou z péti uvedenych ¢islic, tj. 5 moznosti. Pro kazdé
z téchto obsazeni 1ze druhé misto obsadit libovolnou ze ¢tyt zbylych ¢islic, tj. celkem 5-4 =
= 20 moznosti. Pro kazdé z téchto obsazeni lze tfeti misto obsadit libovolnou ze t¥i zbylych
¢islic, tj. celkem 5 -4 - 3 = 60 moznosti. Takto vzniklych trojmistnych cisel je tedy 60.

K urceni celkového souc¢tu vsech téchto cisel si staci uvédomit, ze na kazdém misté se
kazda z péti ¢islic vyskytuje dvanactkrat (5-12 = 60). Soucet ¢islic na vybraném misté ve
vSech uvazovanych cislech je roven

12-(34+4+5+7-+9) =12-28 = 336.

Podle prislusného mista se tato hodnota v celkovém souctu vyskytuje jedenkrat, desetkrat
a stokrat. Soucet vsech uvazovanych cisel je proto roven

336- (14 10+ 100) =336 - 111 = 37296.

Hodnoceni. 2 body za pocet ¢isel; 2 body za celkovy soucet; 2 body za kvalitu, resp.
uplnost komentare.

79-11-4

V pravouhlém trojihelniku je polomér jemu opsané kruznice 14,5 cm a polomér jemu
vepsané kruznice 6 cm.

Urcete obvod tohoto trojuhelniku. (L. Hozova)

Mozné reSeni. Stied kruznice opsané pravouhlému trojuhelniku je ve stfedu jeho piepo-
ny; tento bod je na obrazku oznacen O. Stfed kruznice vepsané je spole¢nym prusecikem os
vnitinich hld trojihelniku; tento bod je oznacen V' a body dotyku kruznice s jednotlivymi
stranami trojihelniku jsou oznaceny X, Y a Z:
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Polomér kruznice opsané je 14,5cm, prepona KM je prumérem této kruznice, tedy
velikost KM je 29 cm.

Polomér kruznice vepsané je 6 cm, a to je také velikost iisecek VX, VY a VZ. Shodné
usecky VX a VZ jsou sousednimi stranami v pravouhelniku VX LZ, tento pravothelnik
je proto ¢tvercem a velikosti tsecek LX a LZ jsou také 6 cm.

Trojuhelniky KYV a KZV jsou oba pravouhlé, maji shodné thly u vrcholu K a spo-
le¢nou stranu K'V'. Proto jsou tyto trojuhelniky shodné, tedy tsecky K'Y a K Z jsou shodné;
jejich velikost na chvili oznac¢ime a. Z obdobného dtvodu jsou shodné také usecky M X
a MY jejich velikost oznacime b.

Celkem tak dostavame a + b = |[KM| = 29cm a obvod trojahelniku K LM umime
vyjadrit jako

20 +2b+2-6=2(a+b)+ 12 =70 (cm).

Hodnoceni. 1 bod za velikost prepony; 3 body za vyjadieni obvodu; 2 body za kvalitu
komentéare.

Poznamka. Pokud oznadime polomér kruznice opsané R a velikost prepony |[KM| = I,
potom prvni pozorovani v uvedeném reseni miizeme obecné zapsat [ = 2R, tedy

R=z. (1)

Pokud déle oznacime polomér kruznice vepsané r a velikosti odvésen |LM| = ka |KL| = m,
potom dalsi zavéry z predchoziho feseni jsoum =r+a, k=r+bal=a+b:

M

Odtud vyplyva, ze kK +m — [ = 2r, tedy

k —1
p=tt 2)

a obvod trojuhelniku lze obecné vyjadrit jako
k+m+1=2r+4R. (3)

Vzorce (1) a (2) lze povazovat za zndmé a vyskytuji se v nékterych tabulkach. Na nich
zalozené feseni (3) by tedy mélo byt posuzovano jako spravné.



