72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/23)

. kolo kategorie Z9

Z9-11-1
Najdéte vSechna ¢tyimistna cisla, ktera maji pfesné pét ¢tyfmistnych a presné deveét
jednomistnych déliteld. (S. Bednarova)

Mozné reseni. Hledana ¢isla maji mit délitele 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, tedy musi byt
délitelna jejich nejmensim spoleénym nasobkem:

5-7-8-9=2520.

Postupné budeme uvazovat nasobky cisla 2520 a zjistovat jejich ¢tyfmistné délitele:

e Clislo 2520 je ¢tyfmistné, ale ma jen dva étyfmistné délitele, viz
2520 = 2520 -1 = 1260 - 2;

nejblizsim mensim délitelem je 840.
e Dalsim nasobkem ¢isla 2520 je 5040. Toto ¢islo je ¢tyfmistné a mé pravé pét ctyimist-
nych déliteld, viz

5040 = 5040 -1 = 2520 - 2 = 1680 - 3 = 1260 - 4 = 1008 - 5;

nejblizsim mensim délitelem je 840.
e Dalsim nasobkem ¢isla 2520 je 7560. Toto cislo je ¢tyfmistné, ale mé vic nez pét
Ctyfmistnych délitelt, viz

7560 = 7560 -1 = 3780 -2 = 2520-3 = 1890 -4 = 1512 -5 = 1260 - 6 = 1080 - 7.

e Dalsi nasobky cisla 2520 jiz nejsou Ctyfmistné.
Jedinym feSenim tlohy je ¢islo 5040.

Hodnoceni. 2 body za nejmensi spole¢ny nasobek jednomistnych délitelt; 2 body za
postupny rozbor moznosti; 2 body za zavér a kvalitu komentare.

Z9-11-2

Trojahelnik ABC mé stranu AC dlouhou 24 cm a vysku z vrcholu B dlouhou 25 cm.
Strana AB je rozdélena na pét shodnych c¢asti, délici body jsou postupné od A k B ozna-
¢eny K, L, M, N. Kazdym z téchto bodt prochéazi rovnobézka se stranou AC. Pruseciky

rovnobézek se stranou BC' jsou postupné od B k C' oznaceny O, P, @), R.
Vypoctéte souc¢et obsahu lichobézniki K LQR a MNOP. (I. Jancigovad)

Mozné teSeni. Obsah celého trojuhelniku ABC je

1
5 2425 =300 (cm?).



Rovnobézky se stranou AB prochazejici body O, P, Q R a rovnobézky se stranou
BC prochéazejici body K, L, M, N, rozdéluji trojuhelnik ABC' na mensi navzajem shodné
trojihelniky. Vzajemna shodnost trojihelnikt plyne z konstrukce a nékteré ze zakladnich
vét o shodnostech trojuhelnikt (sus, sss, usu). Nejmensimi dilky v tomto déleni jsou troj-
thelniky shodné s trojuhelnikem N BO, a téch je celkem 25.

Obsah trojuhelniku N BO je % 300 = 12 (cm?). Lichobé&nik KLQR, resp. MNOP
sestava ze 7, resp. ze 3 takovych trojuhelnikd. Soucet obsahii téchto lichobézniki je tedy

(7+3)-12 = 120 (cm?). (1)

Jiné FeSeni. Trojthelnik ABC doplnime do rovnobézniku ABDC. Ctvefice rovnobézek
po prodlouzeni déli rovnobéznik na pét shodnych rovnobéznikii:

C D

A K L M N B
Obsah celého rovnobézniku ABDC' je
24 - 25 = 600 (cm?).

Soucet obsahti dvou rovnobézniki vybarvenych Sedé je
2 2
R - 600 = 240 (cm?).

Trojuhelniky ABC' a DCB jsou shodné, a to vcéetné vybarvenych ¢asti. Tedy soucet
obsaht lichobéznikti K LQR a M NOP je roven poloviné souc¢tu obsahii Sedych rovnobéz-
niki: )

5 240 =120 (cm?). (2)



Jiné reseni. Trojuhelniky ABC, KBR, LBQ, M BP a NBO jsou navzajem podobné,

nebot maji spole¢ny tihel ve vrcholu B a k nému protéjsi strany jsou navzajem rovnobézné.

Kcieﬁcienty podobnosti mezi prvnim a zbylymi ¢tyfmi trojuhelniky jsou postupné %, %, %

ag.

A K L M N B
Obsah celého trojuhelniku ABC je

1
5 24+ 25 =300 (cm?).

Obsahy trojuhelnikdi NBO, M BP, LBQ, K BR jsou postupné

1(12) () e
(32)( =) e
(32)( =) - et
(12) (=) - ot

Obsah lichobézniku KLQR je rozdilem obsahii trojuhelniki K BR a LB(), obsah
lichobézniku M NOP je rozdilem obsahi trojihelniktt M BP a N BO. Soucet obsahti téchto
dvou lichobéznikd je tedy

(192 — 108) + (48 — 12) = 120 (cm?). (3)

Hodnoceni. 2 body za startovni tivahy (déleni, doplnéni, resp. podobnosti); 2 body za
pomocné vypocty a vysledek; 2 body za kvalitu komentéare.

Poznamka. Ve vSech uvedenych fesenich 1ze s vyhodou misto postupného vycislovani
obsahti pracovat s vyrazy vyjadiujicimi zavislosti na obsahu trojuhelniku ABC a hodnoty
ze zadani dosazovat az nakonec. Pokud obsah trojuhelniku ABC oznacime S, pak vypocty
(1) a (2) odpovidaji postupné
7+3 2 1
25 0750 %
a vztah (3) lze vyjadiit jako

(4 () (2) - (2))sm otttz




Z9-11-3
Pomoci proménné n byly zapsany nasledujici vyrazy:

2023n, n®+n+23, 3n3, 10n?+ 2023.

Vyraz se nazyva lichotvorny, pokud pro kazdé prirozené cislo n plati, ze hodnota vyrazu
je licha. Rozhodnéte, které z uvedenych ¢tyr vyrazi jsou lichotvorné, a zdivodnéte proc.
(L. Hozovad)

Mozné reSeni. V niasledujicim vystacime se znamymi poznatky o souctech a soucinech
sudych (s) a lichych (1) ¢isel, které ve zkratce pfipomindme v nasledujicich tabulkéch:

+ s { . s )

s s l s s s

l l s l s l

e Prvni vyraz 2023n je soucinem lichého cisla s n, tedy vysledek zavisi na parité n.
Hodnota tohoto vyrazu tedy neni vzdy licha (napi. pro n = 2 dostavame 4046).

e Ve druhém vyrazu je n? 4+ n vidy sudé éislo: pro n sudé, resp. liché se jedn o soucet
dvou sudych, resp. dvou lichych ¢isel. Zbyvajici s¢itanec je liché ¢islo, tedy pro jakékoli
n je hodnota vyrazu n? + n + 23 vzdy lich4.

o Tieti vyraz 3n® je soucinem lichého &isla s n3, tedy vysledek zavisi na parité n. Hod-
nota tohoto vyrazu tedy neni vzdy lichd (napf. pro n = 2 dostavame 24).

e Ve &tvrtém vyrazu je 10n? vzdy sudé ¢islo, nebot 10 je sudé ¢islo. Zbyvajici séitanec
je liché ¢islo, tedy pro jakékoli n je hodnota vyrazu 10n? + 2023 vzdy licha.

Lichotvorné vyrazy jsou n? +n + 23 a 10n? + 2023.

Hodnoceni. Po 1 bodu za kazdou spravnou a zdtvodnénou odpovéd; 2 body za celkovou
kvalitu komentare.

Poznamka. Vyse diskutovand sudost ¢asti druhého vyrazu plyne také z nasledujici
tpravy: n? +n = n(n + 1). Na pravé strané je soucin dvou po sobé jdoucich ¢isel, tedy
soucin sudého a lichého ¢isla.

Z9-11-4

V jistém mnohothelniku plati, Ze pomér souctu velikosti jeho vnitinich hld a souctu
velikosti k nim dopliikovych uhli je 3 : 5. (Na vysvétlenou: dopliikovy thel dopliiuje dany
thel do thlu plného.)

Kolik vrchold mé onen mnohothelnik? (1. Jancigovd)

Mozné feseni. Soucet velikosti vnitinich thla v kazdém trojuhelniku je 180°, ¢tytuhel-
niku 360° atd. Obecné plati, ze kazdy n-tthelnik 1ze slozit z n — 2 trojuhelniki, tedy soucet
jeho vnitinich thla je (n — 2) - 180°.



\V

)/
Soucet velikosti doplikovych thli obecného n-thelniku je
n-360° — (n —2)-180° = (n+ 2) - 180°.

Pomér téchto dvou hodnot je (n — 2) : (n + 2), coz ma podle zadani byt 3 : 5. Upravami
dostavame:

n—2 3
nt2 5
5n — 10 = 3n + 6,
2n = 16,
n =2_8.

Neznamy mnohothelnik je osmitthelnikem.

Jiné feSeni. Soucty velikosti vnitinich, resp. dopliikovych thld jsou ve vSech mnohotihel-
nicich se stejnymi pocty vrcholi stejné. Proto se stadi zaobirat (napf.) jen pravidelnymi
mnohothelniky.

Pravidelny n-tthelnik 1ze slozit z n navzajem shodnych rovnoramennych trojihelniki.
Vnitini thel u hlavniho vrcholu trojihelniku mé velikost %3600, soucet vnitfnich uhla
u zakladny je roven vnitinimu Ghlu pravidelného n-thelniku a mé velikost 180° — % - 360°.
Do%)lﬁkovy tihel pravidelného n-thelniku tedy mé velikost 360° — (180° — 1 -360°) = 180° +
+ - - 360°.




Soucty velikosti vnitinich a vnéjsich thla jsou postupné

n(180° 1 -360°) — (n—2) - 180°,

n

1
n<180° + = -360°) = (n+2)-180°.

n
Pomér téchto dvou hodnot je (n —2) : (n+2), coz ma byt 3 : 5. Odtud, stejnymi tpravami
jako vyse, dostavame n = 8. Neznamy mnohotuhelnik je osmithelnikem.

Hodnoceni. 2 body za pripravna vyjadieni v zavislosti na n; 2 body za sestaveni a dofre-
Seni rovnice; 2 body za kvalitu komentare.

Jiné feseni. Stejné jako v predchozim feSeni se zaméfime jen na pravidelné mnohothel-
niky, resp. jejich déleni na navzajem shodné rovnoramenné trojuhelniky, viz ilustrace vyse.

V pravidelném mnohotihelniku je pomér souct velikosti vnitinich a dopliikovych thli
stejny jako pomeér velikosti téchto thld u kazdého jednoho vrcholu. Tento pomér je 3 : 5,
pravé kdyz vnitini tthel nezndmého mnohotihelniku ma velikost

3
—-360° = 135°
8

(34 5 = 8 dilit odpovida plnému thlu). Uhel u hlavniho vrcholu pomocného rovnora-
menného trojuhelniku, tj. stfedovy tthel mnohothelniku, je 45° (aby soucet vnitinich thla
trojuhelniku byl 180°). Tento tuhel je osminou plného thlu. Nezndmy mnohothelnik je
osmituhelnikem.

Poznamka. Predchozi napad lze zpracovat postupnym vyjadiovanim stiedového, vniti-
niho, resp. doplinkového thlu pravidelného n-thelniku v zavislosti na n a kontrolou poza-
dovaného poméru:

n 3 4 ) 6 7 8

stredovy 120° 90° 72° 60° %360o 45°
vnitini 60° 90° 108° 120° %900O 135°

dopliikovy 300° 270° 252° 240° 11620° 225°

pomér 1:5 1:3 3:7 1:2 5:9 3:5

7 geometrické predstavy vyplyva, Ze pro zvétsujici se n hodnota poméru vnitiniho a do-
plitkového thlu postupné roste k 1 : 1. Tedy pokud ma tloha feSeni, je toto TesSeni jediné.

Hodnoceni. Po 2 bodech za velikosti vnitiniho a stfedového thlu pravidelného mnoho-
uhelniku; 2 body za dofeseni a kvalitu komentare.

P1i postupném zkouseni zohlednéte tiplnost komentare. Nahodné odhalené nezdiivod-
néné feseni hodnofte 2 body.



