67. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
. kolo kategorie Z8

Z8-11-1
Pepik si do sesitu napsal nasledujici alohu:

M+A4+M+R+A+D+M+A+T+E+M+A+T+I+K+U=

Poté nahrazoval pismena cislicemi od 1 do 9, a to tak, ze rtizna pismena nahrazoval rtiznymi
Cislicemi a stejna stejnymi.

Jaky nejvétsi soucet mohl Pepik dostat? A mohl Pepik dostat soucet 507

Casem se Pepikovi podafilo vytvorit soucet 59. Ktera ¢islice mohla v takovém piipadé
odpovidat pismenu 77 Urcete vSechny moznosti. (E. Novotnad)

Mozné reSeni. V Pepikové vyrazu je pravé devét riznych pismen, pricemz pismena M
a A se opakuji ¢tyfikrat a pismeno T dvakrat. Pti libovolném nahrazeni pismen cislicemi
podle uvedenych pozadavki plati, ze sou¢et M + A+ R+ D+T+ E+ 1+ K+ U je roven
souctu vsech cislic od 1 do 9, coz je 45. Pepiktiv soucet tedy muzeme vyjadrit jako

AM +4A+R+D+2T+E+ 1+ K+U =3M +3A+ T + 45.

Nejvétsi soucet lze dostat tak, ze nejcastéji se opakujici pismena jsou nahrazena nej-
vétsimi moznymi ¢islicemi. Staci tedy pismena M a A nahradit ¢islicemi 9 a 8 (v libovolném
poradi) a pismeno T ¢&islici 7. Nejvétsi soucet, ktery mohl Pepik dostat, je

3-9+3-847+45=103.

Soucet 50 odpovida takovému nahrazeni pismen, ze 3M + 3A + T + 45 = 50, tedy
3M+3A+T = 5. To vSak neni mozné, nebot pfi jakémkoli nahrazeni je posledni zminovany
soucet jisté€ vetsi nez 3+ 3 + 1 = 7. Soucet 50 Pepik dostat nemohl.

Soucet 59 odpovida takovému nahrazeni pismen, ze 3M + 3A + T + 45 = 59, tedy
3(M + A) + T = 14. Pfitom soucet M + A je nejméné 3 (= 1+ 2) a nejvyse 4 (pokud
M+ A >4, potom 3(M + A) +T > 14):

e pokuld M+ A=1+2=3,potomT =14—-3-3 =5,
e pokild M+ A=1+3=4,potomT =14—-3-4=2.
V obou pripadech pismena M, A a T odpovidaji navzajem ruznym ¢islicim. Pfi souc¢tu
59 mohlo byt pismeno 7' nahrazeno bud ¢islici 5, nebo 2.

Hodnoceni. Po 1 bodu za odpovéd na kazdou z dil¢ich otazek; 3 body za tplnost a kvalitu
komentéare.



78112
Krychle o hrané 12 cm byla rozdélena na mensi navzajem shodné krychlicky tak, ze

soucet vSech jejich povrchii byl osmkrat vétsi nez povrch ptivodni krychle.
Urcete, kolik bylo malych krychli¢ek a jak dlouhé byly jejich hrany. (M. Volfova)

Mozné feseni. Pokud jsou hrany krychlicek n-krat mensi nez hrana puvodni krychle,
potom tato krychle byla rozdélena na n-n-n = n3 krychli¢ek. Povrch krychle je 6-12% (cm?).
Soucet povrchii vSech krychlicek je

12\
n3-6-(—> =n-6-12% (cm?).
n

Aby byl tento soucet osmkrat vétsi nez povrch puvodni krychle, musi byt n = 8. Krychle
byla rozdélena na 8 = 512 krychli¢ek a hrana kazdé z nich méfila 12 : 8 = 1,5 (cm).

Hodnoceni. 2 body za vztah mezi pomérem délek hran krychle a krychliéek (1 : n)
a poctem vSech krychlicek (n3); 2 body za vyjadfeni a porovnani povrchil; 2 body za
doreseni.

Poznamka. K témuz vysledku lze dojit také postupnym zkouSenim déleni krychle, které

vede k vypoctim odpovidajicim dosazovani n = 2,3, ... do predchozich vyrazt. V takovém
pripadé prizptusobte hodnoceni s ohledem na kvalitu komentéare.

Z8-11-3

V rovnostranném trojuhelniku ABC' se stranou délky 8 cm je bod D stied strany BC
a bod F je stied strany AC. Bod F' lezi na tsec¢ce BC tak, ze obsah trojuhelniku ABF je
stejny jako obsah ¢tyfuhelniku ABDE.

Vypoctéte délku tsecky BF'. (L. RuZickovd)

Mozné feSeni. Jak ctyfuhelnik ABDE, tak trojuhelnik ABF' lze rozdélit na dva troj-
uhelniky, z nichz ABD je spoleény obéma. Zbyvajici ¢asti, tj. trojuhelniky ADE a ADF,
proto museji mit stejny obsah. Tyto dva trojuhelniky maji spole¢nou stranu AD, proto
museji mit i stejnou vysku na tuto stranu. To znamend, ze body F a F' lezi na rovnobézce
s ptimkou AD.

Jelikoz je bod FE stiedem strany AC, je také bod F' stfedem tusecky CD. Pritom
bod D je stfedem usecky BC', bod F je proto ve tfech ¢tvrtinach tsecky BC. Hledana
délka tsecky BF' je 4 +2 = 6 cm.




Jiné feSeni. Rovnostranny trojihelnik ABC je svymi stfednimi pfickami rozdélen na
¢tyfi shodné trojuhelniky, z nichz t¥i tvofi ¢tyriuhelnik ABDE. Proto také obsah trojihel-
niku ABF je roven tfem ¢tvrtinam obsahu trojuhelniku ABC'. Tyto dva trojihelniky maji
stejnou vysku ze spoleéného vrcholu A, proto délka strany BF' je rovna tfem c¢tvrtinam
délky strany BC'. Hledana délka uisecky BF' je 6 cm.

Jiné feSeni. Usecka ED je stiedni p¥ickou trojihelniku ABC, proto je rovnobézna s AB
ama délku 8 : 2 = 4 (cm). Ctytuhelnik ABDE je lichobéznikem se zakladnami délek 8 cm
a 4cm a vyskou, kterad je rovna poloviné vysky trojuhelniku ABC.

Pokud velikost vysky trojuhelniku ABC oznac¢ime v, potom obsah lichobézniku
ABDE, resp. obsah trojuhelniku ABF je

(8+4)-3v

|BF|-v
5 :

= 3v, resp.
P 2
Podle zadani jsou tyto obsahy stejné, proto |BF| = 6 cm.

Hodnoceni. 2 body za jakykoli poznatek vedouci k jednozna¢nému vymezeni bodu F;
2 body za doreseni; 2 body podle kvality komentare.



